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CONTRIBUTION A LA RESOLUTION DE L’EQUATION 
NON LINEAIRE DE LA CHALEUR 

BERNARD-HENRI CAUSSADE 
INP-ENSEEIHT, lnstitut de Mecanique des Fluides, Laboratoire Associe au C.N.R.S.. 

2, Rue Charles Camichel, 31071-Toulouse-Cedex, France 

(Recu le 22 auril 1975) 

R&.umC-On propose une mtthode hybride, qui associe un ordinateur a un reseau RC, pour risoudre 
les problemes r&is par l’equation non lineaire de la chaleur. Outre sa grande rapidite de resolution, 
cette mtthode, du fait de l’holution continue du temps dans le reseau permet de s’affranchir des criteres 
liant le choix des pas de discretisation dans l’espace et dans le temps, qui sont les inconvenients majeurs 
des methodes numtriques. La methode est ensuite appliquee a un probltme classique, nous avons choisi 
I’ttude de l’tchauffement et du refroidissement d’un mur dont les caracttristiques thermophysiques varient 
fortement avec la temperature. Les rtsultats obtenus sont compares avec ceux fournis par differentes 

methodes numeriques 

NOTATIONS 1. INTRODUCTION 

variable d’espace [m] ; 
longueur [ml; 
variable de temps [s]; 
operateur Laplacien; 
temperature [OK]; 
temperature initiale du mur; 
temperature de la face d’entree; 
conductivite thermique [J/m s “Cl; 
chaleur specifique [J/kg “Cl; 
masse specifique [kg/m31 ; 

= k diffusiviti thermique [m’/s-‘1; 

LE PH~NOM~~NE de diffusion thermique est regi par 

une equation aux d&i&es partielles du type para- 
bolique plus communement appelee “equation de la 
diffusion”. 

Cette equation est lineaire tant que le coefficient de 
conductivite thermique 1 et la chaleur specifique c ne 

dependent que des coordonnees d’espace x et de 
temps t. Cette condition ne se rencontre que pour tres 
peu de corps car il est plus frequent de voir la con- 
ductivite et la chaleur specifique dependre de la tem- 
perature. 

= 5 diffusivite thermique a la 
PC0 temperature To ; 

= __ paramttre de perturbation; 
r, 

potentiel de Kirchhoff [d$ = d(T).dT]; 

w(4) =- 
W) 

fonction qui est ici l’inverse dune diffusivite, 
mais qui peut etre quelconque; 
fonction quelconque; 
potentiel au neud du reseau [V] ; 
rapport des Cchelles de temps analogique et 
de temps reel; 

resistance du reseau [Q]; 
capacite du reseau [F]; 
= 4’ - 4, difference entre reponse rtseau et 
solution du probleme au noeud consider+; 
operateur de differences secondes; 
duree de la tranche de temps [s] ; 
pas du rtseau [m] ; 
primitive de g; 
solution a l’instant t; 
solution a l’instant t + 6t; 
reponse du reseau a l’instant t + 6t; 
coefficient de convergence. 

Pour resoudre cette equation, plusieurs moyens sont 
a la disposition de I’ingenieur ou du chercheur. I1 se 
pose done un probleme de choix au niveau du type 
de mtthode le mieux adapt& Les methodes analytiques 
classiques sont limitees aux problemes lineaires. Les 
methodes analogiques bastes sur I’utilisation d’un 
reseau de resistances ou dun reseau de resistances et 
de capacites ou d’un calculateur analogique a courant 
continu sont elles aussi limitees au lineaire car leur 
mise en oeuvre devient, soit inconcevable manuelle- 
ment, soit tres couteuse en materiel. Les methodes 
numeriques basees sur la passage aux differences finies 
ou aux elements finis sont l’outil le mieux adapte a 
l’heure actuelle a la solution de I’equation (1). Pourtant 
malgre la puissance des ordinateurs modernes, ces 
methodes restent lourdes done cofiteuses en temps 

d’utilisation machine. 
Nous allons, a partir dune methode hybride, basee 

sur la liaison d’un ordinateur avec un reseau de re- 
sistances et de capacites [l, 21, resoudre le probleme 
de l’echauffement et du refroidissement d’un mur dont 
les caracteristiques thermophysiques varient avec la 
temperature. 

Nous comparerons les resultats obtenus avec ceux 
donnes par les methodes numeriques classiques [3,4]. 

303 



Cette mkthode, comme nous allons le voir. tend a 
cumuler les avantages des deux moyens, c’est ii dire 
d’une part I’Cvolution du temps continue dans les 

rkeaux, d’autre part les capacitk de mbmoire ct dc 
calcul de l’ordinateur. On connait en effet les difficult& 
de calcul de la dkrivke en temps dans les algorithmes 
numkriques implicites: les schkmas sont conditionnelle- 

ment ou inconditionnellement stables OLI instables 
suivant que l’on prend une ditk-ence arrikre, centrtk 
ou avant. La capacitk C dans un r&au RC prksente 
au contraire I’avantage d’klaborer ;I tout instant unc 

kitable dtkivCe en temps. 

2. RAPPELS SUR LES PRINCIPES ET EXTEWIONS 
DE LA METHODE: 

2.2 Principe 

La mkthode s’inspire des travaux de Renard et 

Lot [5]. Nous en dkveloppons les principes en con- 
sidkrant l’kquation non liniaire de la diffusion 1~ une 

dimension d’espace. 

(2, 

Une nouvelle fonction 4 peut &re dlfinie. zi partir 
de la transformation de Kirchhofl‘. 

dc/, = i(T).dT (3) 
I’Cquation (2) devient alors : 

ou sous forme symbolique, en utilisant I’opkateur 
Laplacien en A : 

avec: 

L’kquation (5) est valable dans un domaine donnk 
avec des conditions aux limites et initiales bien dttfinies. 
Elle prend la forme disc&is&e classique: 

ConsidCrons par ailleurs un rkseau r‘~ rCsistances 
capacitks tel que celui de la Fig. I. 

Le potentiel 4’ aux noeuds du rlscau obiit d la 

relation : 

A Ctant le rapport des khelles de temps analogique 

et de temps rkel. 
Pour que l’analogie puisse exister, il faudrait que les 

imp&dances R ou C varient en fonction de 4 suivant 
la loi g(4). 

R @; R @’ R 0; 

1-1 

ic L i, -L 
_--__-T----- 

J7h7 
FIG. 1. Rbseau B rbistances et capacitks 

On pcut cependant rkoudre I‘>quation propostie cn 
consid~rant les kolutions de c/j et 9’ pen&n1 un intcr- 
tulle de tcmps cn admettant qu’a I’instant /. $) =m c,” 

Nous allons montrer comment ;I partir de la reponse 
$’ donnke par le rkeau :ILI bout d’une tranche dc temps 
donnk (St on peut calculer la solution ci,. pour cettc 
tranche de temps. quc I’on aurait obtenuc si lcs capa- 

citis avaient i’tL: ;I tout instant proportlonnelles ii g(q!~l. 

1 I 
-t 

f t+8t 

FIG. 2. Evolution de 4 et 4’ pendant une 
tranche de temps iir. 

Soit. Fig. 2: 4” la solution ii I’instant I; (/I~_~ la 
solution :I I’instant r + (it: d:,+, la rkponse du rkseau ;I 

I’instant t + At. 
On suppose, comme nous l’avons dit, yu’i~ I’instant f 

ily a identitkdes $et des @, c’est B dire que nous avons: 

(ii,, = 6’ (9) 

Si nous disignons par d I’opCrateur de diffkrences 

secondes on peut i-crire les L;quations du rCseau et du 
problkme sous la forme: 

z(@! - 4) = & = 6~’ ~(4) .z pour le probkme (IO) 

~(~~-~‘)=&/I’=;\R~~,~ pourlerkseau. (11) 

En appelant i: la diffkrence entre 4’, et (/I’ 

(/I’ = c/I+i:(-\-. I, (12) 

et en soustrayant (10) de (I I). nous obtenons pour tout 
instant de la tranche de tcmps: 

ARC‘.d& = dcdr+(i.\.2</(4).d(b. (13) 

Inkgrons cette relation entre I et I + Or 

+i\RC*, ’ I A.i:.d/ (14) 

que nous pouvons Ccrire en faisant intervenir (12): 

nRt’. , 
i\i:.dr = 0 (15) 

oti G est une primitive de g. 
Au temps r + 6t une fois lue la riponse 9’ du rkeau, 

tous sauf E est connu dans (I 5). 



La resolution de l’equation non lineaire de la chaleur 

En faisant I’approximation suivante: Commutatmn 
de charge 

305 

Commutotlon 
de lecture 

ou peut calculer a,+ 1 done &+r grace a I’algorithme 
numerique suivant : 

6::; = F~+,+w. I//($+,) (17) 

oti tc) est un coefficient de convergence et k le numero 
de l’iteration. 

Dans ces conditions, le processus de resolution est 
le suivant : 

2. 

3. 

1. A I-instant t on impose les conditions initiales aux 
tetes des capacites (dont les pieds sont a la masse) 

puis on relic simultanement toutes ces tetes de 
capacites aux noeuds du reseau de resistances et on 

laisse evoluer I’ensemble pendant une tranche de 
temps $t. 
A I’instant t +6r on dtconnecte simultanement 
toutes ces tetes de capacites, on lit leurs tensions 4’, 
on calcule 4. 

On impose ces valeurs en nouvelles conditions 
initiales pour une seconde tranche de temps 6r et 
ainsi de suite jusqu’a couvrir tout le temps interes- 

sant le phenomene. 
Le methode hybride proposee associe done un reseau 

resistances capacites a un ordinateur. 
L’ordinateur a pour mission d’assurer le calcul du 

terme g(4) d’une maniere qui soit moins onereuse que 

des operateurs analogiques parce que moins depen- 
dante du nombre de noeuds sur le plan du volume de 
technologie. Aussi, la methode proposee consiste-t-elle 
a accepter une relative perte de temps en choisissant un 

fonctionnement alternatif des parties analogiques et 
numeriques plutbt qu’un fonctionnement simultane. 

L’hybride apporte la meme erreur que le numerique 
car en effet on n’est pas certain que I’algorithme utilise 
pour obtenir la solution h partir de la reponse du reseau 

a converge vers la bonne valeur, on peut simplement 
dire en toute rigueur que I’on a atteint un Ctat de 
stationnarite. Une autre erreur introduite par I’hybride 
est due a I’approximation faite sur l’integrale i&.dt. 
Cette deuxieme erreur peut creer une solution theori- 
quement plus erronee que la solution numerique mais 
h la settle condition que la discretisation du numerique 

soit excessivement fine ce qui entraine des touts de 
resolution considcrables. 

2.3 Principe du calculuteur hybride 

Le principe de la methode conduit au schema de la 
Fig. 3. L’ordinateur fournit les informations relatives 
aux conditions initiales a un convertisseur numerique- 

analogique (C.N.A.) qui permet de charger les capacites 
de facon sequentielle par I’intermediaire d’un systeme 
de commutation. Ces operations Ctant effectuees, 
l’ordinateur commande la fermeture en bloc des relais 
qui permettent la liaison de I’ensemble des capacites 
avec le reseau de resistances et laisse Cvoluer le reseau 
RC pendant une tranche de temps at, avant de com- 
mander I’ouverture en bloc de ces memes relais afin 
de figer l’evolution du reseau. 

i 

FIG. 3. Schema bloc du calculateur hybride. 

Un systeme de commutation de lecture, sous con- 

trole de l’ordinateur. permet la mesure sequentielle des 
tensions a la tete des capacites, tensions qui, apres con- 
version analogique-numerique (C.A.N.) sont memori- 

sees. L’ordinateur assure le calcul des conditions 
initiales de la tranche de temps suivante, qui sont les 
solutions du probleme, et les operations sont rep&es 
pour les tranches de temps suivantes qui reprtsentent 
I’ivolution du phenomene Ctudie. 

2.4 Imposition des conditions uux limites 
Le reseau etant constitue, il convient de lui imposer 

les conditions aux limites du probleme trait& (On 
s’arrite a des conditions lineaires.) 

Elles peuvent etre de trois types: 

Dirichlet: le potentiel est connu en tous points du 
contour du domaine 

Neumann: elle revient a injecter en un point un 
courant donne 

Fourier: elle se traduit par I’imposition simultanee 

d’un potentiel et dun courant connus. 
Des generateurs de tension et des generateurs de 

courant sont utilises dans la pratique. Leur conception 
et leur realisation ainsi que leur performances sont 
d&rites dans un article cite en [6]. 

On peut remarquer que ces dispositions permettent 
en outre de rep&enter, par injection aux noeuds du 

reseau, des termes autres que ceux que nous avons 
envisages pour etablir le principe de la methode et qui 
peuvent etre des termes de l’tquation independants du 
temps. De plus, ces injecteurs qui sont associes a une 
memoire analogique permettent de faire fonctionner le 
systeme hybride avec uniquement un reseau de 
resistances 

2.5 Extension de lu mCthode 
Nous allons montrer que I’application de cette 

methode peut s’etendre a la resolution de l’equation 
de diffusion comportant un terme en &$/?x ou a&jay 
et qui s’ecrit dune facon generale: 

(18) 



Ce nouveau terme peut itre repkent& par des injec- On considke un mur d’kpaisseur 1, pour lequel la 
tions de courant aux difftrents noeuds du rtseau; nous loi de variation de la conductivitk thermique i(T) et 
avons vu. au paragraphe 2.4 que cela Ctait possible h de la chaleur volumique (‘c(T) du matkriau qui le 
partir des gknkrateurs de courant servant in imposer constitue, sont supposkes connues dans un domaine de 
certaines conditions aux limites ou initiales. Nous tempkrature (To, T,). Ce mur initialement port& <i un 

allons voir qu’il est aussi possible de prendre en compte niveau de tempt-rature uniforme 7;, subit sur l’une de 
ce nouveau terme. non plus au niveau de la partie ses faces un kheion de tempkrature d’amplitudc 
analogique. mais au niveau de l’algorithme de recherche & (7” - 7;) tandis que I’autre face est maintenue au 
de la solution i partir de la rttponse du rkseau. niveau r,. 

Une dlmarche identique it celle qui a t-t6 faite au 
paragraphe 2.2 conduit a: 

En admettant que les isothermes sont des sections 
droites parallkles aux faces du mur, il s’agit de dkter- 
miner la loi d’kvolution des tempkatures T:,, en tout 
plan, d’abcisse x0 tel que 0 < x0 < L. Dans ces condi- 
tions, le systkme d’kquation h rkoudre est le suivant: 

pour le problkme discri-tist: 

d4’ 
X(& - 4’) = &$’ = ARC. dr pour le rt-seau RC 

(19) 

(20) 

pour tout instant de la tranche de temps en un noeud i, 
nous obtenons : 

ARC. d# = At:. dt + du2 g(q$) dd 

+~?r/iOi).(Si+,-~~-l)df. (21) 

Intkgrons cette relation entre r et t + bt : 

Y(‘(s,+,) = ARC(&I,,+, -An) 

-ib?[G(&+, -~~i.rz+I)-G(4i.n)] 
,‘I+,,, 

_ 
I 

&.dt 
.’ t f + bt 

.f(4i).(4i+l-$i-l)df = 0. (22) 

On voit qu’il est possible de calculer c,+~ done &,+, 
h partir de (22) grace au meme processus numkrique 
que celui que nous avons dkja t?voquk, g condition de 
consentir les approximations suivantes: 

z F ([f’(4i).(~i+l-~i-l)]n+l 

+I.r’(~i).(~i+,-~i-,)]ni, (24) 

Nous faisons ici deux approximations, la premikre 

nous en avons dkjh park, la deuxikme peut &re 
justifike par un choix judicieux de la duke de la tranche 
de temps. 

3. APPLlCATlON NUMERIQUE 

3.1 Position du prohldme [6] 
Au cows d’une table ronde qui avait ktk organike 

A Toulouse en Avril 1972 par le Groupement Univer- 
sitaire de Thermique et la Section Thermociktique de 
la Socikti- Francaise des Thermiciens, un certain 
nombre de participants avait proposk d’effectuer une 
comparaison entre difft-rentes mkthodes de r&solution 
de l’kquation de la chaleur. Nous nous sommes 
associks Ii cette entreprise. 

T (X.0) - - r, 1 (25) 

T (O*rl - - TI 

T -T ,L.fh - 0 I 

Pour uniformiser les notations, on rend le probltme 
adimensionnel en effectuant sur les variables X, t et T. 
la transformation affine dkfinie par: 

X 
x* = -, uo(r - to) t*=-----, T* 

T (X.1) - To 

L L2 <x*.r*j = T, _ To 
1 

10 
si l’on vose: an = __- 

1 ” 

POCO 

+G = J*(T*), pc(T) = 
(26) 

0 ~oco(To) 
p*c*(T*), 

u(T) __ = u*(T*). 
uo(To) 

Le systtme (25) devient : 

aT* 
---==*(T*). 
iit* 

T,:*,o, = 0 x*E[O, 11. (27) 

qa,,., = 1 

T,T,,*, = 0. J 

3.2 Don&es numGrique.s 
Cette tttude Ctant strictement comparative, on 

pouvait se contenter de matitriaux fictifs, pour lesquels 

les lois de variations des caractkristiqties thermo- 
physiques seraient reprCsentCes par des fonctions ana- 
lytiques donnkes g priori. 

11 a semblk prkfirable d’envisager des matkriaux rCels 
afin de pouvoir, le cas khkant, tirer certaines con- 
clusions pratiques des rksultats obtenus. Le cuivre pur 
a tstit chosi en raison du nombre important d’ktudes 
expkrimentales dont il a fait I’objet. D’autre part, le 
domaine des basses temptkatures semblait s’imposer 
puisque l’on recherchait d’importantes variations des 
caractkristiques i et c. 

(Les tempkratures sont exprimkes en Kelvin.) 
Une compilation rkcente de ces Ctudes effectuke par 

Taylor, a permis de connaitre des valeurs moyennes 
des coefficients I et c dans le domaine de tempkrature 
(7K. 30K)---Fig. 4. 
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To. K 

FIG. 4. Evolution des coefficients I et c dans le domaine de temperature 
(7K, 30K). 

Deux approximations paraboliques au sens des provient en realite de: 
moindres carres ont tte ntcessaires pour chacune de 
ces deux grandeurs avec recoupemen; au point (14K) 

J& [j.*(T*).g j = p*c*(T*) .g. (29) 
Pour 7s Tf 14K 

lo- 31 = 2,194+ 3,5353-0,177T2 
105/pc = 99,97- 13,193T+0,4527T2 

Pour 14 < T < 30K 

lo- 3,l = 44,46- 2,52T+0,0395T2 
105/pc = 14,95- 1,047T+0,0189T2. 

Nous traiterons deux problemes, l’un correspondant 
aux donnees To = lOK, TI = 12 et 8K (echelon de + 2K) 
et l’autre aux donnees To = 20K, TI = 24 et 16K 
(echelon de + 4K). 

Dans le premier cas, le parametre de perturbation 
a pour valeur k = &- (TI - T,)/T, = + 0,2 et le com- 

portement thermique du mattriau est defini par: 

Ajrl, = l-0,00252kT*-0,892k2T*2 

faible variation de i 

,oOco/pc = l-3,11kT*+ 3,40k2T*2 
forte variation de c 

To = lOK, & = 19844, l/p,,c,, = 13,31. 1O-5 

(Unites SI). 

Dans le second cas, le parametre de perturbation a 
la meme valeur k = +0,2 que ci-dessus, mais les lois 

de comportement deviennent : 

d/l, = 1- l,907kT* + 1,602k2T*2 forte variation de 1 

p,,c,,/pc = 1 - 3,67kT* + 4,79k2 T*2 
faible variation de c 

To = 20K, A,, = 9860, l/p,cO = 1,58. 10e5 (Unites SI). 

Les problemes sont ainsi parfaitement definis. 

On peut dam l’equation (29) extraire la non linearite 

du premier membre en utilisant la transformation de 
Kirchhoff: 

d4* = I*(T*).dT* (30) 

l’equation (29) devient : 

avec 

(31) 

(32) 

L’equation (31) est identique a l’equation (5) et le 

calcul des solutions $J* se fait au moyen du reseau RC 
et de l’algorithme (17) avec .Y(E,,+~) don& par la 
relation (15). 

Comme on voit, la resolution ne peut se faire directe- 

ment. 11 faut tout d’abord calculer la fonction a*(4*). 
Pour cela la relation (30) permet de determiner la 

relation d*( T*), a*( T*) = p*c*( T*)/A*( T*) est connu, 

nous pouvons done deduire a*(4*) sous forme d’une 
table de valeurs. Ces valeurs sont ensuite lissees par 
un polynbme. Nous avons choisi une methode de 
lissage au sens des moindres car& par un polynome 
de Tchebyshev. 

Une fois les solutions 4” obtenues, il faut revenir 

a la variable T*. 

3.3 PremiPre methode de rhsolution 3.4 Deuxit?me mPthode de rhsolution 
Elle se caracterise par l’utilisation de la transfor- La resolution de l’equation (28) peut &tre envisagte 

mation de Kirchhoff. directement sous la forme oh elle est proposee. En effet, 
L’equation a resoudre: cette equation est identique a l’equation (18). 

p*c*(T*).z = 
LAS solutions T* sont calculees a partir du reseau 

(28) RC et de l’algorithme (17) dans lequel Y(e.+i) prend 
la forme suivante, qu’une demarche identique a celle 
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Tableau 1. Rt?sultats obtenus avec les mkthodes mentionnkes pour (7 Q 7‘ < 14K) 

t = 0,0003 

t = 0,0075 

r = 0,015o 

r = 0,0225 

t = 0,030 

A 

0,03891 0.03893 0,03680 
0.000 I 3 0,000 I3 0.000 1 I 
0,O 0.0 0.0 
0,O 0.0 0.0 
0.0 0.0 0.0 
0,64264 
0,36785 
0.08524 
0,01178 
0,00092 

0,74075 
0,51705 
0,21263 
0,06890 
0,01713 

0,78632 
0.59392 
0,3025 1 
0,13212 
0.04884 

0,8 1403 
0,64273 
0,36783 
0,187X8 
0,08505 

0,64263 0.64259 0,64309 
0,36783 0.36763 0,36840 
0,0X524 0.08510 0.08540 
0,01178 0,01174 0,01170 
0,00092 0,0009 1 0,00090 

0,74074 0.74072 0,74093 
0.51705 0.51696 0.51732 
0.2 1263 0.21257 0,21203 
0,06890 0.06886 0,06894 
0,01713 0.01712 0.0171 I 
0.78632 0,78626 
0,5939 I 059389 
0,3025 1 0,30237 
0,13212 0.13209 
0,04883 0.04882 

0,81402 0.81397 
0,64273 0,64268 
0,36782 0,36762 
0,18787 0.18777 
0,08505 0.08499 

u 

A-Methode du potentiel thermique. 
B-Mkthode iterative. 
C-MCthode de prediction-correctlon. 
D-Mkthode explicite d’Euler. 
E-MCthode de perturbation. 
F-Deuxikme mkthode hybride en simulation numkrique 
G-Premikre mtthode hybride en simulation numkique. 
H-Premitre mtthode hybride sur calculateur hybride. 
lR Cas k = +0.2. 

developpee au paragraphe 2.5 permet d’etablir aise- 
ment : 

F(E,+1) = [r*l”+l -CT*& 

-j&g ~rf(T*)l"+l+ [f(T*)]“j 
x ‘T* T*’ , n+1- n, 

tit -__ 
2ARC 

I@*;1 -2&T+Er__l;“+l 

+& ICdT*).(T:, -T:d’ln+~ 
+ [g(T*).(TT, - T5J2],) = 0 (33) 

avec 

p*c*( T*) 
,f(T*)=m et L.K= 

I*(T*) dT* 
Y(T*). 

3.5 Comparaison des r&hats 

Avant de realiser un modele probatoire de calcula- 
teur hybride base sur les principes que nous venons 
de donner, nous avons simule son fonctionnement par 
calcul numerique. La simulation a pour objet, grace a 
la souplesse inherente au calcul numerique de pouvoir 
Ctablir le bien fonde de la mtthode en considerant le 
calculateur hybride comme &ant ideal dans ses parties 
analogiques et son interface, et aussi de pouvoir 
analyser facilement I’influence des caracteristiques des 

D 

0,78640 
0.59410 
0,30270 
0.13220 
0,04890 

0,81409 
0.64284 
0,36795 
0,18795 
0.08508 

0,00004 
0.0 
0,O 
0,O 

0.37363 
0,07988 
0,01153 
0.00087 

0,52551 
0,21467 
0.06862 
0,01689 

0,60290 
0,30676 
0,13259 
0,04854 

0,65 169 
0.37363 
0,18941 
0.08496 

F G H 

0.04282 0,04262 
0.0003 1 0.0003 1 
0.0 0.0 
0.0 O,O 
0.0 0.0 

0,63908 0.64266 
0,36607 0,36746 
0.08522 0.08528 
0.01195 0,01187 
0.00094 0.00094 

0.73617 0.74060 0,745 
0.51416 0.51692 0.520 
0,21 177 0,2 1267 0,217 
0,06880 0,06890 0,072 
0,O 1720 0,01713 0.019 

0,7x113 
0,59030 
0,30103 
0,13166 
0.04877 

0,80843 
0,63860 
0,36584 
0,18706 
0.08479 

0.78630 
0.59392 
0,30263 
0.13218 
0,04X80 

0.81406 
0.64279 
0,36798 
0,188OO 
0,08505 

0,818 
0,649 
0,369 
0,200 
0,095 

differents composants de la partie analogique et de 
l’interface sur la precision des resultats et ainsi de 
preciser a priori les caracteristiques qu’il est raison- 
nable de leur donner. 

En realisant le calculateur hybride notre souci n’a 
pas ete d’optimiser les elements, mais d’utiliser ceux 
qu’il ttait le plus commode de mettre en oeuvre pour 

realiser un modele probatoire compte tenu notamment 
du materiel dont nous disposions. 

3.5.1 Comparaison de la prdcision. Le Tableau 1 
presente les resultats obtenus avec differentes methodes 

pour Sx = 0,Ol [4]. 
La colonne F du tableau correspond a ce que nous 

avons appele deuxieme methode, les resultats ont ete 
obtenus par simulation numerique. La colonne G 
correspond a la premiere methode, la aussi les resultats 
ont Cte obtenus par simulation numerique. La colonne 
H correspond aux resultats hybrides obtenus sur le 
calculateur hybride en passant par la transformation 
de Kirchhoff. 

I1 est interessant de constater tout d’abord que les 
methodes numeriques pour lesquelles 6t = 1,666 1 O- ’ 
donnent des resultats tres voisins et specialement les 
methodes A et B qui presentent des &arts de I’ordre 
de 10-I. Nous allons comparer nos resultats avec la 
methode A (Crank-Nicolson) en considerant qu’elle 
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FIG. 5. Evolution, en diffkrents points du domaine, de la tempkrature en fonction du temps 
(7 < T $ 14K). 
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Noeuds 

FIG. 6. Evolution de la tempbature dans le domaine pour difftrents tranches de 
temps (14 < T < 30K). 

donne une bonne approximation des resultats du 
probleme pose. 

La deuxieme methode hybride en simulation nume- 
rique, F, avec 6t = 3. 10M4 donne des &carts de l’ordre 
de 10e3. La premiere methode hybride en simulation 
numirique, G, avec 6t = 3. 1O-4 donne des &arts de 
10V4. Ces resultats montrent deja que I’on a interet a 
utiliser cette premiere mbthode. 

La premiere methode hybride sur calculateur hy- 
bride, H, avec 6t = 15. lo-’ donne des &carts de l’ordre 
de 5. 10-3. Nous avons pris des 6t relativement im- 
portants car le fait de diminuer 6t n’augmente pas la 
precision des resultats de facon sensible. Ce rtsultat 

est aussi tres important car il montre que l’on peut 
choisir des dukes de tranche de temps tres importantes 
sans perdre de la precision. 

La Fig. 5 montre pour le premier cas avec k = 0,2 
et k = -0.2 l’evolution, en differents points du 
domaine, de la temperature en fonction du temps. On 
constate une dissymetrie, due a la non-linearite, entre 
l’echauffement et le refroidissement du domaine. 

La Fig. 6 montre pour le deuxieme cas avec k = 0,2 
et k = -0,2 Evolution de la temperature dans le 
domaine pour differentes tranches de temps. La aussi 
on constate une dissymetrie entre l’echauffement et le 
refroidissement. 
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3.5.2 Compuraison des temps de calcul. Nous con- de 5 lo- ’ sur les resultats par rapport it ceux donnes 
siderons que le schema de CrankNicolson donne la par la methode A. 

meilleure approximation numerique du probleme pose. Ceci est d’autant plus interessant que si I‘on veut 
La methode hybride en simulation numerique est etudier comme nous I’avons fait, I’evolution transitoire 

plus rapide que la methode utilisant le schema de de la temperature jusqu’au regime permanent: il n’est. 
Crank-Nicolson, (methode A sur le Tableau 1). En effet, dans ce cas, pas necessaire d’avoir un decoupage si fin 
pour la plage d’etude en temps consider&e (voir que celui precedemment consider&, dans le temps. Dam 
Tableau 2), c’est a dire 100 tranches de temps ayant ces conditions, il faudrait avec le systeme hybride com- 
chacune pour duree 6t = 3. 10m4, now obtenons un pose d’un r&au RC et d’un IBM 370- 165. emiron 7 s 
gain de temps de 50 pour cent. si nous utilisons la pour obtenir le regime permanent. La methode .A 
premiere methode hybride en simulation numerique. demanderait sur IBM 370-165 environ 20min. 
(C’est B dire qu’elle est deux fois plus rapide.) Ces chiffres et considerations montrent a I’evidence 

La premiere mcthode hybride sur calculateur hybride la rapidite de la methode que nous proposons. 

Tableau 2. Comparaison des temps de calcul 

Methode tit Calculateur D&e du calcul 

Algorithme Crank-Nicolson 
Premiere methode hybride en 
simulation numerique 
Deuxitme methode hybride en 
simulation numerique 
Premiere methode hybride 
sur calculateur hybride 
Premiere methode hybride 
sur calculateur hybride 

3. IO_’ 

3. lo-4 

3. lo-4 

3. 1om4 

3. IO_’ 

IBM 370-165 

IBM 370-165 

IBM 370-165 
IBM 370-165 
couple a un reseau RC 
MITRA I5 
couple ir un reseau RC 

2min 

I mm 

lmin25s 

30s 

2min 30s 

est plus rapide que la premiere methode hybride en 
simulation numerique, done a fortiori plus rapide que 
la methode A. En et’fet, si Ton utilise un IBM 370-165 

couple a un reseau RC, il faudrait dans les memes 
conditions que precedemment, environ 30s pour rC- 
soudre le probleme pose (Tableau 2). La simulation du 
reseau demande sensiblement le mCme temps que la 
resolution de I’algorithme permettant la recherche de la 
solution exacte, c’est a dire pour 100 tranches de temps, 

environ 30s. Le calculateur hybride demande pour 
obtenir la solution reseau des 100 tranches de temps, 
dans 1’Ctat actuel de la technologie, 40ms x 100 = 4s. 
Ce qui donne un temps de resolution total d’environ 
34s c’est h dire 4 s pour la reponse reseau et 30s pour 
le calcul de la solution exacte sur 100 tranches de temps. 

Autrement dit: la premiere methode hybride sur 
calculateur hybride avec le m&me calculateur nume- 
rique est sensiblement 4 fois plus rapide que la methode 
numerique A. 

Si I’on remplace I’IBM 370-165 par un mini-ordina- 
teur moderne du type MITRA 15, dans la boucle 
hybride, on peut esperer en premiere approximation 
que les temps de calcul numerique, c’est a dire ceux 
correspondant aux calculs des solutions exactes seront 
environ 5 fois plus longs. La technologie de I’interface 
restant la mCme que celle que nous avons utihsee. Cela 
veut dire qu’il faudrait environ 2min 30s sur le calcu- 
lateur hybride avec MITRA 15 contre 2min pour la 
methode A sur IBM 370-165. 

Ce resultat est deja trb interessant mais nous avons 
montrt qu’il etait possible d’augmenter la duree des 
tranches de temps avec un facteur 50. lorsque Ton 
utilise le calculateur hybride (paragraphe 3.5.1) tout en 
ayant, avec la technologie actuelle, des icarts de I’ordre 

CONCLUSION 

Les resultats que nous venons d’exposer montrent 
que la methode hybride mise au point est une contri- 
bution originale, utile et interessante a la resolution 
d’une classe importante de problemes de thermique. 

La contribution est originale, par le developpement 
d’une methode nouvelle et utile parce qu’elle apporte 
un progres sensible dans la resolution des problemes 
regis par des equations du type parabolique qui, malgre 
les progres de l’analyse numerique et la puissance 
accrue des calculateurs numeriques continue b retenir 
I’attention de nombreux chercheurs. 

La methode est interessante par: 
la simplicite de sa mise en oeuvre, et le gain de temps 
qu’elle procure vis a vis des resolutions strictement 
numeriques. 

Le calculateur hybride que nous avons realise, qui 
souffre d’une technologie d’interface depassee, est sus- 
ceptible d’etre tres sensiblement am&hot+ en ce qui 
concerne ses performances. La qualite des composants 
actuels est deja excellente, et I’avenir ne peut apporter 
que des ameliorations dans ce domaine, tant au point 
de vue performances que prix de revient. 
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CONTRIBUTION TO THE NONLINEAR HEAT EQUATION RESOLUTION 

Abstracts-A hybrid method, associating a numerical computer with a RC network, is proposed so as to 
resolve the problems ruled by the nonlinear heat equation. Beyond its great velocity of resolution, this 
method because of the time continuing evolution in the network, permits to become free of the criteria 

connecting the choice ofthe discretisation steps in space and in time, which are the major disadvantages 
of numerical methods. 

Then, this method is applied to a standard problem, we have chosen the study of the heating and 
cooling of a semi infinite wall in which thermophysical characteristics are changing highly with the 

temperature. Results are compared with those given by some numerical methods. 

BEITRAG ZUR LOSUNG DER NICHTLINEAREN WARMEGLEICHUNG 

Zusammenfassung-Nach einer Hybridmethode mit einem numerischen Komputer und einem Wider- 
standskapazitltsnetz kdnnen Probleme der nichtlinearen Wlrmegleichung gel&t werden. Neben der 
grossen Losungsgeschwindigkeit ist diese Methode-wegen der zeitlich kontinuierlichen Entwicklung 
im Netz-unabhlngig von der Wahl der Diskretisierung von Raum und Zeit, die als Hauptnachteile der 
numerischen Methode gelten konnen. 

Die Methode wird auf ein Standardproblem angewandt, namlich der Heizung und Kiihlung einer 
halbunendlichen Wand mit temperaturabhlngigen Stoffwerten. Die Ergebnisse sind mit denen anderer 

numerischer Methoden verglichen. 

K PEIIIEHHIO HEJIHHEtiHOIO YPABHEHMII TETIJIOIIPOBO~HOCTH 

AHttoTanH%--&is oemeHAa 3aAa'I, OnACblBaeMblX HeJlAHefiHblM YpaBHeHneM TenAOnpOBOAHOCTH, 

npeilJlaraeTCR KOM6HHMpOBaHHbIfi MeTOA, nO3BOAaKNUi~ ACnOJlb30BaTb WCAeHHblfi PaC'ieT Ha 

BblYMCJtMTCJtbHOi? MBUlb4H‘ZC MeTOAOM CeTOK. nOMAM0 6blCTpOTbI pemeHHa 3TOT MeTOA n03BOAReT 

OCaO60AnTbCa OT KpnTeoneB,CBa3blBaKItWiX BbI6Op npOCT,,aHCTBeHHblX A BpeMeHHblX marOB,YTO 

RBAfleTCa OCHOBHblM HeAOCTaTKOMYUCAeHHblX MeTOAOB. 

MeTonncnonbsoBaH nn5I pemeHMRo6bI'IHoR3aAa~~HarpeBaHHfl~oxna~AeHw~nO~~6eCKOHe~HOii 
CTeHKH, TenAO~H3WieCKkie XapaKTepnCTnKki KOTOpOir HSMeHaFOTCfl SHaYnTeAbHO C TeMnepaTypOk 

aaH CpaBHeHMeCpe3yAbTaTaMn HeKOTO,,blXYHCJRHHblXMeTOAOB. 


